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Lista 3

1. (P1, 2009) Sejam X e Y variaveis aleatorias independentes com distri-
buigao uniforme entre 0 e 1, ou seja, tém densidade conjunta fyy (x,y) =
1sex € [0,1] ey € [0,1] e fxy(z,y) = 0 caso contrario. Seja
T=(X+Y)/2

(a) Qual é a distribuigao de T'|X = z7
(b) Qual é a distribui¢ao de X|T" = t7
(¢) Qual é a distribuigao de 77

2. (P1, 2011) Sejam duas variaveis aleatorias X e Y onde X tem distri-
bui¢ao U[0,1] e Y| X tem distribui¢ao U[X, X + 1] (ou seja, fx(z) =1
para € [0,1] e 0 c.c., e fyx(ylz) =1sey € [z, + 1] e 0 c.c., para
todo x.)

(a) Calcule a densidade marginal de Y.

(b) Considere a transformacao g(z,y) = = + y; calcule a densidade da
variavel aleatoria g(1,Y) =1+Y.

(c) Calcule a densidade de g(X,Y) = X + Y condicional a X = 1.
Como essa resposta se compara com a do item b?

(d) Demonstre o seguinte resultado: Dado um vetor aleatorio (X7, X5),
a distribuigao de h(X1,t) ¢ a mesma que a distribuigao de h( X7, X5)
condicional a X, = ¢ (quase certamente) para todo h (mensura-
vel) se e somente se X; e X, sdo independentes. Na demonstragao,
vocé pode considerar apenas o caso de um vetor aleatorio absolu-
tamente continuo (i.e., com densidade conjunta).

3. Sejam U e V v.a.’s independentes, com fy(z) = fy(z) = e™*, para

z > 0 e 0 c.c. Obtenha a densidade condicional de U dado U + V.

4. Sejam X e Y v.a.’s independentes, ambas com distribui¢ao uniforme
entre 0 e 1. Seja W = X2,

(a) W é uma v.a. absolutamente continua? Se sim, obtenha uma
espressao para a a densidade de W; se nao, explique.

1



(b) Obtenha a distribuigao conjunta de (X, W). Obtenha a distribui-
¢ao conjunta de (Y, W). (Note que, apesar de ambas as marginais
serem iguais, as conjuntas sao diferentes.)

(c¢) (X, W) e/ou (Y,W) s@o vetores aleatérios absolutamente conti-
nuos? Se sim, obtenha a densidade conjunta.

5. (P1, 2020) Assim como a esperanga, a mediana é um atributo numé-
rico de um distribuigao (ou seja, um ntmero que pode ser calculado a
partir da distribui¢do). Como no caso da esperanga, podemos definir a
mediana de Y, m(Y') tal que

PY <m(Y)) =1/2
e a mediana condicional de Y dado X, m(Y|X) que satisfaz
PY <m(Y|X) | X)=1/2.

(note que m(Y|X) é uma v.a., assim como E(Y|X))[]

Sabemos que existe um conexao simples e poderosa entre a esperanca e
a esperanga condicional, a lei das expectativas iteradas. Sera que existe
algo analogo para as medianas?

(a) E correto afirmar que
m(m(Y|X)) =m(Y)?
Se sim, prove, se nao, dé contra-exemplo.
(b) E correto afirmar que
Em(Y|X))=m(Y)?

Se sim, prove, se nao, dé contra-exemplo.
(c) Sejam m = min{m(Y|X)} e m = max{m(Y|X)}. Podemos afir-
mar que
m < m(Y) <m?

Se sim, prove, se nao, dé contra-exemplo.

!Para evitar complicacoes, ao longo do exercicio vocé pode supor que para cada distri-
buigao considerada é absolutamente continua, para garantir que um unico valor satisfaca
a definicao acima. Se quiser trabalhar com v.a.s discretas, pode supor que a mediana é
sempre um dnico ponto de descontinuidade onde a distribuigao ultrapassa 1/2, ou seja, a
mediana de Y é m(Y) tal que P(Y <m(Y)) >1/2e P(Y >m(Y)) > 1/2.



(d) Podemos afirmar que
E[P(Y < m(Y]X))] = B[P(Y < m(Y))]?

Na sua opiniao, qual das trés igualdades acima é um analogo cor-
reto para a lei das expectativas iteradas?

6. X e Y sao duas variaveis aleatoérias com variancia finita e positiva com
a seguinte propriedade: E(Y|X) = a + bX, onde a e b sdo constantes.

(a) Calcule EY e use sua resposta para obter uma férmula para a
como funcao de b e das esperancas de X e Y.

(b) Calcule Cov(X,Y') e use sua resposta para obter uma formula para
b como funcao das variancias e covariancia de X e Y.

(c) Usando sua resposta nos itens anteriores e o fato de que a correla-

¢ao entre duas variaveis aleatérias é sempre menor que 1 em valor
absoluto, prove que Var(E(Y]X)) < Var(Y).

7. Sejam X, ..., X,, independentes mas nao identicamente distribui-
dos; chame E(X;) = p; e Var(X;) = ¢7. Como sempre, X = > X;/n
e 52 =5 (X; - X)?*/(n—1). Calcule E(X), Var(X) e E(S?).

8. Para cada uma das das estatisticas abaixo, descubra a sua distribuicao
assintotica (ou seja, obtenha uma expressao na forma a(n)(7,, —b) ~ F,
onde T, é a estatistica de interesse, a(n) uma fungao de n, b uma
constante, e ' uma distribuicao conhecida.

(a) T, (Xn
(b) T, = (X,

)%, onde X; i.i.d. x*(1).
(X,)?

)?, onde X; i.i.d. N(0,1).



